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tabelu.

Prvo da napravimo razliku izmedu faktora i nivoa. Posmatrajmo slede¢u
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Odredivanje fiksnih i slu¢ajnih efekata

Prvo da napravimo razliku izmedu faktora i nivoa. Posmatrajmo slede¢u
tabelu.

&

Braéni status

U braku Nije u braku
Lek Lek
Pol A B C A B C
Muski
Zenski
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ima dva nivoa i faktor bra¢ni status ima dva nivoa.

Zanima nas kako razli¢iti nivoi faktora uti¢u na neku promenljivu koja
nas interesuje. Taj uticaj nazivamo efekat. Efekte delimo na fiksne i
slu¢ajne.

Fiksni efekti se pripisuju faktorima koji imaju konacan skup nivoa i
zbog toga $to smo zainteresovani da ispitamo nivoe tih faktora. U gornjoj
tabeli, sva tri faktora se posmatraju kao fiksni efekti.
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Odredivanje fiksnih i slu¢ajnih efekata

Druga vrsta efekata su sluéajni efekti. Obi¢no se pripisuju faktorima
koji imaju beskona&an skup nivoa od kojih proizvoljan uzorak se pojavi u
nasim podacima. Na primer, uzimaju se Cetiri vekne hleba od svake od Sest
serija hleba pecenih na tri razli¢ite temperature. Faktor serija hleba bi se
smatrao slu€ajnim efektom jer su izabrane serije hleba iz beskona¢nog
skupa serija peenja hleba. Temperatura bi bila posatrana kao fiskni efekat
jer smo zainteresovani samo za odredene temperature.
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Model sa fiksnim efektima

Bastovan je poneo 24 biljke paradajza, odnosno ima od svake od 4
razli¢ite vrste po Sest biljaka. Zeli da napravi mali eksperiment. Bagtovan
je zainteresovan za ove 4 vrste paradajza jer ih je probao proslog leta.
Podeli¢e pravougaonu parcelu na 24 kvadrata i za svaku biljku slu¢ajno ¢ée
odabrati jedan kvadrat da bi zasadio biljku.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 4/35
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biljke j koja pripada vrsti /, tada je j =1,2,3,4,5,6i i =1,2,3,4. Posto
olekujemo da prinos zavisi od vrste paradajza, model bi glasio
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Sa druge strane, p; se moZe napisati i preko op$te srednje vrednosti
prinosa koju ¢emo obeleZiti sa i efekta 3; koji donosi vrsta i. Sada je
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Model sa fiksnim efektima

U ovom modelu, svako p;, tj. svaka ofekivana vrednost za y;; je
posmatrana kao fiksna konstanta ¢iju veliinu Zelimo da ocenimo.
Bastovan je zainteresovani smo za samo te 4 vrste, druge ga ne zanimaju.
Zbog toga je [3; zapravo fiksni efekat.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 5/35
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Ako sa €; oznatimo razliku prinosa y;; od svoje ocekivane vrednosti
E(y;j), dobijamo ostatak (gresku) £, odnosno

ej = yi — E(y), )
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U ovom modelu, svako p;, tj. svaka ofekivana vrednost za y;; je
posmatrana kao fiksna konstanta ¢iju veli¢inu Zelimo da ocenimo.
Bastovan je zainteresovani smo za samo te 4 vrste, druge ga ne zanimaju.
Zbog toga je [3; zapravo fiksni efekat.

Ako sa €; oznatimo razliku prinosa y;; od svoje ocekivane vrednosti
E(y;j), dobijamo ostatak (gresku) £, odnosno

ej = yi — E(y), )

odakle sledi

e =yij— (p+B) = |yy = p+ B +e5| = pi + e |
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Po definiciji, €j; je slu¢ajna promenljiva, a kako matemati¢ko ocekivanje
ima osobinu linearnosti u zbiru, tada dobijamo

E(ej) = E(vij — E(yy)) = E(yy) — E(E(yy)) = E(yy) — E(yy) = 0. J

«O>» «F>r «=r «=>» = A
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@ svaki €;; ima istu varijansu oz,

@ nezavisni su i sa istom raspodelom verovatnode,

@ parovi razli¢itih € imaju kovarijansu 0.
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Za svako i, j vaZi

Var(ej) = o2
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Za svako i, vaZzi

Var(ej) = o2

COV(E,'J',E,'/_,'/) =0, za i # i/,.i #JI

«O>» «(Fr «Zr «E» = Q>




Za svako i, vaZzi
i

Var(ejj) = o2

Dalje vazi

Cov(ejj,einj) =0, za i#i',j#].

of = Var(ey) = E((e5 — E(5))?) = E((e — 0)%) = E(). J
D> <@ «E=r <Er E HAX
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Model sa slu¢ajnim efektima

Uobicajena praksa kod farmera koji se bave proizvodnjom mleka da
njihove krave oplode semenom bikova koji se nalaze u korporacijama za
vestalki uzgoj. Svake godine korporacije kupe do 150 mladih bikova koji
predstavljaju slu€ajan uzorak uzet iz populacije bikova za tu svrhu (da
budu Zevi Zenskih teladi koje se uzgajaju radi proizvodnje mleka). Koli¢ina
semena je dovoljna da se tri godine kasnije, od semena jednog bika, oko 60
Cerki krava nalazi u evidenciji za proizvodnju mleka.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 8/35
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Model sa slu¢ajnim efektima

Uobicajena praksa kod farmera koji se bave proizvodnjom mleka da
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budu Zevi Zenskih teladi koje se uzgajaju radi proizvodnje mleka). Koli¢ina
semena je dovoljna da se tri godine kasnije, od semena jednog bika, oko 60
Cerki krava nalazi u evidenciji za proizvodnju mleka.

Ako je yj; koli¢ina mleka j-te Cerke krave od i-tog bika, a «; efekat
i-tog bika tada je i =1,2,...,150i j=1,2,...,60, a model je

E(yy) = n+ ai, (1)

gde je u prosecna koli¢ina mleka. Kako su bikovi iz slu¢ajnog uzorka iz
populacije bikova, «; se posmatra kao slu€ajni efekat, tj. o; je slu€ajna
promenljiva.
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Potrebno je odrediti varijansno-kovarijansnu strukturu. Kao i kod ¢j;,
obi¢no se koristi da:
«AO> «F)>r «=)r « =) Q>
~ (Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 202  9/35
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Potrebno je odrediti varijansno-kovarijansnu strukturu. Kao i kod ¢j;,
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@ imaju srednju vrednost 0 (E(a;) = 0),
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Model sa slu¢ajnim efektima

Potrebno je odrediti varijansno-kovarijansnu strukturu. Kao i kod ¢jj,
obi¢no se koristi da:
2

@ svaki «; ima istu varijansu o7,

@ imaju srednju vrednost 0 (E(«;) = 0),
@ su nezavisni i sa istom raspodelom verovatnode,

@ parovi razli¢itih «; imaju kovarijansu 0.
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obi¢no se koristi da:
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@ svaki «; ima istu varijansu o7,

@ imaju srednju vrednost 0 (E(a;) = 0),
@ su nezavisni i sa istom raspodelom verovatnode,
@ parovi razli¢itih «; imaju kovarijansu 0.

Za svako i vaZi

Var(a;) = o2 J

Cov(aj,ap) =0, za i # 1. ‘
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Dalje vazi 02 = Var(a;) = E(a?).

«AO> «F)>r «=)r « =) Q>



Dalje vazi 02 = Var(a;) = E(a?).
tj. model bi zapravo bio

Ako se paZzljivije posmatra dati model (1), u pitanju je zapravo uslovno
ocekivanje. Ako se realizovao efekat «; i-tog oca tada se realizovalo i yjj,

E(y,-j|a,-) = u+ ;.

«O>» «(Fr «Zr «E» Q>
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Model sa slu¢ajnim efektima

Dalje vazi 02 = Var(a;) = E(a?).
Ako se paZzljivije posmatra dati model (1), u pitanju je zapravo uslovno
ocekivanje. Ako se realizovao efekat «; i-tog oca tada se realizovalo i yjj,

tj. model bi zapravo bio

E(yjlai) = p+ a;. (Q)J

Ako se na model (2) primeni matematitko oekivanje, dobijamo da je
E(yy) = p.
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Model sa slu¢ajnim efektima

Dalje vazi 02 = Var(a;) = E(a?).
Ako se paZzljivije posmatra dati model (1), u pitanju je zapravo uslovno
ocekivanje. Ako se realizovao efekat «; i-tog oca tada se realizovalo i yjj,

tj. model bi zapravo bio

E(yjlai) = p+ a;. (Q)J

Ako se na model (2) primeni matematitko oekivanje, dobijamo da je
E(yy) = p.
Gresku definisemo kao

eij = yij — E(yglai) = yij — (p + o)

pa dobijamo model

Yii=p+ o +€jj. (3)J

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022
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Osobine ¢j; su:
e E(gj) =0,
o Var(ey) = 0(26) = E(e%

) COV(&?,'_,',E,'/J'I) = 0, Za i?é il>.j 7AJI

«O>» «(Fr «Zr «E» = Q>



Osobine ¢j; su:
e E(gj) =0,

o Var(ey) = 0'(26) = E(si

) COV(S,'_,',E,'/J'/) = 0, Za i?é il;.j 7AJI

Na osnovu (3) varijansa od y;; je

0}2, = Var(y;) = Var(u + a; +g) = 02 + o2,

«O>» «(Fr «Zr «E» Q>




Model sa slu¢ajnim efektima

Osobine ¢j; su:

e E(gj) =0,

o Var(ej) = 0(25) E(e 2)

e Cov(ejj,eij) =0, za i# i, j#].
)

Na osnovu (3) varijansa od yj; je

o, = Var(yy) = Var(u+ ai + &) = 04 + o2, J

dok je kovarijansa svakog para bik-¢erka krava od istog bika i

Cov(yy, yijr) = Cov(p + aj + €jj, p + aj + €j) = aé, za j#j. J

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 11/35



DA

@
it
it
[Tl



Ubacimo sada u prethodni primer i 4 sezone laktacije. Ako je yjj

koli¢ina mleka u /-toj laktaciji, k-te éerke krave od j-tog bika u sezoni, a
Bi efekat i-te laktacije i a; efekat j-tog bika, tada je i = 1,2,3,4,
j=12...,150i k=1,2,...,60, a model je

«O>» «(Fr «Zr «E» Q>



MeSoviti model

Ubacimo sada u prethodni primer i 4 sezone laktacije. Ako je yjj
koli¢ina mleka u i-toj laktaciji, k-te Cerke krave od j-tog bika u sezoni, a
B; efekat i-te laktacije i a; efekat j-tog bika, tada je i = 1,2,3,4,
j=1,2,...,150i k=1,2,...,60, a model je

Yijk = i+ Bi + o + vij + gl E(y,'J-k):M—Fﬂi—i—aj-l-’Y,'J'

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 12/35



MeSoviti model

Ubacimo sada u prethodni primer i 4 sezone laktacije. Ako je yjj
koli¢ina mleka u i-toj laktaciji, k-te Cerke krave od j-tog bika u sezoni, a
B; efekat i-te laktacije i a; efekat j-tog bika, tada je i = 1,2,3,4,
j=1,2,...,150i k=1,2,...,60, a model je

Yijk = i+ Bi + o + vij + gl E(y,'J-k):M—Fﬂi—i—aj-l-’Y,'J'

7 Je efekat interakcije laktacije i i bika j. Sada je (3; fiksni efekat jer nas
zanimaju taan broj laktacija, a «; slucajni efekat, kao u prethodnom
primeru. j; je interakcija izmedu slu¢ajnog i fiksnog faktora pa je i to
slu¢ajan faktor.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 12/35
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Posmatrajmo drvo odluke.

it
a

<O «Fr < » > DA



Zaklju¢ak o fiksnim i slu¢ajnim efektima

Posmatrajmo drvo odluke.

1S IT REASONABLE TO ASSUME THAT LEVELS OF THE FACTOR
COME FROM A PROBABILITY DISTRIBUTION?

I
No
{
Treat factor
as fixed

i
Yes

Treat factor as random

l
WHERE DOES INTEREST LIE?

|
ONLY IN THE
DISTRIBUTION
OF THE
RANDOM EFFECTS
!
Estimate the variance
of the random effects

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad)

I
IN BOTH THE DISTRIBUTION
AND THE
REALIZED VALUES
OF THE RANDOM EFFECTS

Estimate the variance
of the random effects
and calculate predictors
(BLUP) of the realized
values of the random effects

2022 13/35
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Osnovni model

Generalno se meSoviti modeli mogu predstaviti kao

y=XB+Za+e¢ (4)/[

gde su:

y - n x 1 vektor posmatranja; n - broj posmatranja

B - p x 1 vektor nepoznatih regresijskih koeficijenata koje jo§ nazivamo i
fiksni efekti;

a - g X 1 vektor slu€ajnih efekata;

€ - n x 1 vektor slu€ajnih greSaka;

Xnxp | Znxq - poznate martice, koje povezuju elemente vektora 3 i a sa
elementima vektora y.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 14 /35
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Osnovne pretpostavke statistickog modela (4) su da slu¢ajni efekti i
greske imaju ocekivanje nula i konaénu varijansu. Ako ozna¢imo

G = Var(a), R = Var(e)

«O>» «(Fr «Zr «E» Q>




Osnovni model

Osnovne pretpostavke statistitkog modela (4) su da slu€ajni efekti i

greske imaju oekivanje nula i konaénu varijansu. Ako ozna¢imo

G = Var(a), R = Var(e)

tada je

E(a) = E(£) =0

E(y) = X5;

Var(y) = ZGZ' + R =V,

Cov(y,a) = ZG;

Cov(y,e) = R;

Cov(a,e) = Cov(e,a) =

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022

15/35
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(Henderson, 1973) Najbolji linearni nepristrasni ocenjiva¢ BLUE (Best
Linear unbaised estimator) za fiksne faktore 3 je

B=(XV X)XV 1y

«O>» «F>r «=r «=>» = A

5]




Osnovni model

(Henderson, 1973) Najbolji linearni nepristrasni ocenjivat BLUE (Best
Linear unbaised estimator) za fiksne faktore /3 je

B=(X'VIX)"IX'vly (5”

dok je najbolji linearni nepristrasni prediktor BLUP (Best Linear Unbaised
Predictor) za slu¢ajne efekte o

&= GZ'V~y — Xp). (6) |

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 16 /35



Osnovni model

(Henderson, 1973) Najbolji linearni nepristrasni ocenjivat BLUE (Best
Linear unbaised estimator) za fiksne faktore /3 je

B= (VX)X (5)

v

dok je najbolji linearni nepristrasni prediktor BLUP (Best Linear Unbaised
Predictor) za slu¢ajne efekte o

&= GZ'V~y — Xp). (6)

Najbolji prediktor podrazumeva minimizaciju srednje kvadratne greske
(Mean squared error - MSE). Nepristrasnost podrazumeva da je E(&) = &.
Ovaj natin predvidanja ima dugu istoriju koju je zapo&eo Henderson
(1948) u toku svog istraZivanja vezanog za uzgoj Zivotinja.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 16 /35
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Osnovni model

Date aproksimacije za 3 i a zahtevaju izratunavanje matrice V! $to
nije uvek izvodljivo. Henderson (1950) je predloZio da se do maksimalnog
verodostojnog ocenjivata dode diferenciranjem funkcije verodostojnosti po
B i « iizjednaavanjem tih izvoda sa nulom.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 17 /35



Osnovni model

Date aproksimacije za 3 i a zahtevaju izratunavanje matrice V! $to
nije uvek izvodljivo. Henderson (1950) je predloZio da se do maksimalnog
verodostojnog ocenjivata dode diferenciranjem funkcije verodostojnosti po
B i « iizjednaavanjem tih izvoda sa nulom.

Na taj na&in se do3lo do me3ovitog modela jednatina (MME)

=125 ©

pod pretpostavkom da su R i G regularne matrice. Reenja su upravo (5) i

(6).

A~

X'R71X X'R-17 } [ ¢ ]
(6

Z’RIX Z'R'Z+G1

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 17 /35
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Neka je I jedini¢na matrica. Ako je A matrica srodstva i ako je

R=10% G=Ads?

«O>» «(Fr «Zr «E» Q>




Neka je I jedini¢na matrica. Ako je A matrica srodstva i ako je

R =102 G=Ad2 J
tada (7) postaje
X' X 2X'Z )18 =Xy
22X HZZ+ A | L4 22y

«O>» «(Fr «Zr «E» Q>



Osnovni model

Neka je / jedini¢na matrica. Ako je A matrica srodstva i ako je

R = Io?

€9

G = Ao2

tada (7) postaje

LX'X iX'z

™

mqw‘ L

>
<

>
NI—‘
N

<

22X 77+ AT

i nakon mnoZenja obe jednatine sa o2, dobijamo

X'X Xz [Xy
ZX Z'Z+0AT || a ]

gde je 0 = 02/02.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022

18/35
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Resenje sistema (8) je
B E—
&

3

X'z 11 .
7'X 7'Z+65A°1 a

«Or «Fr «E» « o

v



Osnovni model

Re3enje sistema (8) je
B1 [ XX X'z Xy
a | | ZX ZZ+5A71 Z'y |”

@ Ako ne postoji inverzna matrica, tada se koristi uopstena inverzna
matrica.

@ Ako ne koristimo matricu srodstva, tada se A zameni sa jedini¢nom
matricom.

@ Ako se i & posmatra kao fiksni efekat, tada se ukloni JA™1.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 19/35
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U tabeli su dati podaci o prirastu teladi pre prestanka sisanja (WWG).

Tele Pol Otac Majka WWG (kg)

4 m 1 - 2.6
5 f 3 2 0.1
6 f 1 2 1.0
7 m 4 5 3.0
8 m 3 6 1.0
o> @ <E=r <Er E DAX



Primer 1.

U tabeli su dati podaci o prirastu teladi pre prestanka sisanja (WWG).

Tele Pol Otac Majka WWG (kg)

4 m 1 - 2.6
5 f 3 2 0.1
6 f 1 2 1.0
7 m 4 5 3.0
8 m 3 6 1.0

Model koji opisuje ovo posmatranje je
yij = Bi+aj +ejj

gde je y;; WWG od j-tog teleta i-tog pola, 3; je efekat i-tog pola, «;
slu€ajni efekat j-tog teleta i ¢;; efekat slu€ajnih greSaka.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 20/35



Primer 1.

U tabeli su dati podaci o prirastu teladi pre prestanka sisanja (WWG).

Tele Pol Otac Majka WWG (kg)

4 m 1 - 2.6
5 f 3 2 0.1
6 f 1 2 1.0
7 m 4 5 3.0
8 m 3 6 1.0

Model koji opisuje ovo posmatranje je
yij = Bi+aj +ejj

gde je y;; WWG od j-tog teleta i-tog pola, 3; je efekat i-tog pola, «;
slu€ajni efekat j-tog teleta i ¢;; efekat slu€ajnih greSaka.
U matri¢nom zapisu, model bi bio y = X3+ Za + ¢ kao i u (7).

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 20/35
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Matrica X bi bila

>

I
= = OO
[N el e

«O>» «(Fr «Zr «E» = Q>



Primer 1.

Matrica X bi bila

>
I
= = O O

gde se prva kolona odnosi na muski pol,

jasno vidi koje tele je kog pola.
Matrica Z je

N

Il
cocooooo
ocoocooo
coocooo
cocoocor

jer za prve tri Zivotinje nemamo WWG.
(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad)

OO =M= O

a druga na Zenski, tako da se

0 00O
1 000
0100
0010
0 0 01

2022 21/35
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Primer 1.

Vektori su

B = (b1, Ba)

& = (a1, Go, 43, 04, as, &g, G7, Og),

dok je matrica srodstva

10
1

0 0

05 0

A=1 0 o5
05 05

0.25 0.25

| 025 0.25

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad)

0 0.5

0 0

1 0

0 1
0.5 0

0 0.25
025 05
0.5 0.125

0 0.5
05 05
0.5 0

0 0.25

1 0.25
0.25 1
0.5 025

0.375 0.5

0.25
0.25
0.25
0.5
0.5
0.25

0.25

0.25
0.25
0.5
0.125
0.375
0.5
0.25

2022

22/35
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Neka je 02 = 0.2 i neka je 02 = 0.4, pa je tada § = 02/02 = 2.

ReSavamo sistem
X' X X'Z B X’_y
7'X Z7'Z +2A°1 Z'y |’

&

gde je

2.6

0.1
y=11.0
3.0

1.0

«O>» «F>r «=r «=>» = A
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ReSenje je
Efekti Regenje
Pol
_ _ m 2.144
_8(1);; f 0.602
' Zivotinja
—0.222 1 0.117
A 2.144 R 0.254 . '
B = JG = ili 2 —0.025
0.602 —0.135
0.032 3 —0.222
0'219 4 0.254
_0'305 5 —0.135
- ' - 6 0.032
7 0.219
8 —0.305
<Oy <@y <=y <Er E HAX
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Kada se posmatra ista osobina vige puta, kao na primer, koli¢ina mleka
u uzastopnim laktacijama za istu Zivotinju, tada model ima oblik

y=XB+Za+ Wpe+e¢

«O>» «(Fr «Zr «E» Q>
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Osnovni model sa ponavljanjem

Kada se posmatra ista osobina vige puta, kao na primer, koli¢ina mleka
u uzastopnim laktacijama za istu Zivotinju, tada model ima oblik

y=XB+Za+ Wpe +¢ (9)/\

gde su: y vektor posmatranja, 3 vektor fiksnih efekata, o vektor slu€ajnih
efekata, pe vektor slu¢ajnih stalnih uticaja Zivotne sredine i neaditivnih
genetski efekata, € vektor slu€ajnih gresaka. X, Z i W su matrice vezane
za fiksne, slucajne i stalne efekte, redom.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 25/35



Osnovni model sa ponavljanjem

Kada se posmatra ista osobina vige puta, kao na primer, koli¢ina mleka
u uzastopnim laktacijama za istu Zivotinju, tada model ima oblik

y=XB+Za+ Wpe +¢ (9)/\

gde su: y vektor posmatranja, 3 vektor fiksnih efekata, o vektor slu€ajnih
efekata, pe vektor slu¢ajnih stalnih uticaja Zivotne sredine i neaditivnih
genetski efekata, € vektor slu€ajnih gresaka. X, Z i W su matrice vezane
za fiksne, slucajne i stalne efekte, redom.

Pretpostavka je da stalni efekti Zivotne sredine i efekti slu¢ajnih greSaka

imaju varijanse alz,e i 02, redom, i da im je nula srednja vrednost.

Var(pe) = 051, Var(e) =02l =R, Var(a) = g3A.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 25/35



Osnovni model sa ponavljanjem

Kada se posmatra ista osobina vige puta, kao na primer, koli¢ina mleka
u uzastopnim laktacijama za istu Zivotinju, tada model ima oblik

y=XB+Za+ Wpe +¢ (9)/\

gde su: y vektor posmatranja, 3 vektor fiksnih efekata, o vektor slu€ajnih
efekata, pe vektor slu¢ajnih stalnih uticaja Zivotne sredine i neaditivnih
genetski efekata, € vektor slu€ajnih gresaka. X, Z i W su matrice vezane
za fiksne, slucajne i stalne efekte, redom.

Pretpostavka je da stalni efekti Zivotne sredine i efekti slu¢ajnih greSaka

imaju varijanse alz,e i 02, redom, i da im je nula srednja vrednost.

Var(pe) = 051, Var(e) =02l =R, Var(a) = g3A.

Tada je
Var(y) = 02ZAZ' + o5, WW' + R.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 25/35



gde je 01 = 02/02 i 61 = 02 /02,
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Osnovni model sa ponavljanjem

MME za BLUE ocenu vektora 5 i BLUP ocene vektora a i pe je

X'R71X X'R™1Z X'R™1W 3 X'R-1y
ZR'X ZR1'Z+ éA—l Z'RW a | =| zZZrRYy
W/R-1X W'RZ WRW+ %I pe W'R 1y
gde je 61 = 052/03 i 01 = Ug/age
2022 26 /35

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad)



Osnovni model sa ponavljanjem

MME za BLUE ocenu vektora 5 i BLUP ocene vektora a i pe je

X'R1X X'R1Z XRIW T 5 X'R-1y
Z'R7IX  Z'RTIZ+ HAT Z'R7IW a | =| zZZrRYy
W/R-1X W'RZ WRW+ %I pe W'R 1y
odnosno, kada se zameni R sa o2/ i nakon mnoZenja svih jednatina sa o2,
dobijamo
X'X X'Z  X'Rw B X'y
Z’X Z'Z+5AT zZ’w a | =\ 2y (10)
W’ X W'z WW +d,l pe W'y
gde je 61 = 02/02 i 01 = 02 /05,
2022 26 /35

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad)
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Re3enje modela (10) je

3 X'X X'Z  XRwW1 [ Xy
a |=|2x Zz+5A1 Z'W Z'y
pe WX W'Z W'W + 6, W'y

«O>» «F>r «=r «=>» = A
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Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Neka je data sledeca struktura

Krava Otac Majka Sezona Paritet Prinos masti (kg)

4 1 2 1 1 201
4 1 2 3 2 280
5 3 2 1 1 150
5 3 2 4 2 200
6 1 5 2 1 160
6 1 5 3 2 190
7 3 4 1 1 180
7 3 4 3 2 250
8 1 7 2 1 285
8 1 7 4 2 300

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 28/35



Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Neka je data sledeca struktura

Krava Otac Majka Sezona Paritet Prinos masti (kg)

4 1 2 1 1 201
4 1 2 3 2 280
5 3 2 1 1 150
5 3 2 4 2 200
6 1 5 2 1 160
6 1 5 3 2 190
7 3 4 1 1 180
7 3 4 3 2 250
8 1 7 2 1 285
8 1 7 4 2 300

Pretpostavimo da je 02 = 20.0, 02 = 28.0 i af,e = 12.0. Tada je
fenotipska varijansa 05 =02 +o2+ O'ge =60, 01 = 1.40, 9o =2.33 i

ponovljivost (o2 + Uf,e)/af, = 0.53.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 28/35
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Za fiksne faktore biramo sezonu i paritet. Matricu X dobijamo tako to
se prve Cetiri kolone odnose na sezonu, a peta i $esta na paritet.
«AO> «F)>r «=)r « =) Q>
~ (Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 202 29/35



Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Za fiksne faktore biramo sezonu i paritet. Matricu X dobijamo tako $to
se prve Cetiri kolone odnose na sezonu, a peta i $esta na paritet.

1 0 0 0 1 07
0 01 001
1 00010
000101
010010
X = 0 01 001
100010
0 01001
010010
L0 0 01 0 1|

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 29/35
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Slu&ajni efekti su prinosi masti. Prve tri kolone matrice Z imaju nule jer
nemamo podatke o prinosu masti za prve tri krave.
<O «Fr < » > DA
~ (Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022  30/35



Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Slu&ajni efekti su prinosi masti. Prve tri kolone matrice Z imaju nule jer
nemamo podatke o prinosu masti za prve tri krave.

O OO OO OO OoO oo
O O O O OO oo oo
O O OO OO OoO o oo
O OO OO0 O0OO ~H+—
el elelelNeNell e Ne]
OO OO, OOOO
OO MHOOOOOO
H 2 O OOOOOOoOOoO

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 30/35
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Matrica W se odnosi na slu€ajne efekte za krave kod kojih imamo
podatke o prinosu masti.
«O>» «(Fr «Zr «E» = Q>
~ (Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022  31/35



Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Matrica W se odnosi na slucajne efekte za krave kod kojih imamo
podatke o prinosu masti.

O OO OO OO0OCO ~H+—
el eleleoleolNeoll S =l
OO OO, P OOOOoO
OO, P, OOOOOOo
H 2 O OOOOOOOoO

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 31/35
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Matrica srodstva A je

it
a

<O «Fr < » > DA



Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Matrica srodstva A je

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0.5 0.5 0

0 05 05

025 025 05
| 0.625 0.125 0.25

05 025 0.25 0.375

0.1875
0.40625

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad)

2022
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Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Matrica srodstva A je

[ 1 0 0 0.5 0 0.5 0.25 0.625
0 1 0 0.5 0.5 0.25 0.25 0.125
0 0 1 0 0.5 0.25 0.5 0.25
A— 0.5 0.5 0 1 0.25 0.375 0.5 0.5
0 05 05 025 1 0.5 0.375 0.1875
05 025 025 0375 05 1 0.3125 0.40625
025 025 05 05 0375 0.3125 1 0.625
| 0.625 0.125 025 0.5 0.1875 0.40625 0.625 1.125 |

y =[201 280 150 200 160 190 180 250 285 300]'.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 32/35
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Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Posto je determinanta matrica sistema 0, moramo odrediti uopstenu
inverznu matricu. Kako je rang matrice koji je 17, a red matrice 19, sledi
da dve vrste i kolone moZemo da eliminiSemo i da proverimo da li je i tada
determinanta tako dobijene matrice 0.

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 33/35



Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

Posto je determinanta matrica sistema 0, moramo odrediti uopstenu
inverznu matricu. Kako je rang matrice koji je 17, a red matrice 19, sledi
da dve vrste i kolone moZemo da eliminiSemo i da proverimo da li je i tada
determinanta tako dobijene matrice O.

Kada iz matrice sistema elimisemo recimo, prvu i treu vrstu i kolonu,
zatim od dobijene matrice nademo inverznu i nakon toga vratimo nule u
novoj prvoj koloni i vrsti i novoj tre¢oj koloni i vrsti, dobijamo uopstenu
inverznu matricu

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad) 2022 33/35
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+

S

e o o o o 3 3 e o o 3 o o o o o o 3

0 122088 0 0.085217 -0.478683 -0.0252573 -0.116517 0.065065 0.0274405  0.06701  0.0665927 -0.117576 0.0663438 -0.12972¢ 0.0654125 0.065592 -0.111136  0.08572  -0.125565
e o o o« o 3 A g o o o o o o o o o o o

© 0.086217 0 1.1355  -0.042052 -0.4815¢ 0.0251568 0.0119971 -0.0%01515 0.0956%99 -0.0777042 00427721 0.051295 -0.0753161 0.076663 -0.11658  0.0510562 0.0571796 -0.138015
© -0.478683 0 -0.042052 0.545013  0.47327 -0.21316 -0.274762 -0.225348 -0.397758 -0.771550 -0.32615 -@.4174 -0.338862 -0.121335 -0.123719 -0.0429695 -0.112265 -0.0262951
0 -0.0252579 0 -0.4815¢ 0.473267  0.9558  -0.271029 -0.243953 -0.19303 -0.46923¢ -0.313933 -0.5229 -0.411362 -0.360826 -0.117835 -0.0507392 -0.113827 -0.11685 -0.0233165
0 -0.115517 0 0.0281588 -0.21316 -0.271029 0.635217 0.0236311 0.0516379 0.108302  0.0842675  0.344697  0.184555  0.376994 -0.0305573 0.0663368 0. G.cass56  -a.04187
o o.0E9es65 0 0.0119971 -0.274782 -0.263953 0.0236311 0.675177 0.0116778 @.33772  ©.323993 0185174  0.207501  0.141474 _0.6361626 -0.03255 0.0135638 0,0235363 0.8310855
o 0.074466 © -0.0401519 _0.225346 _0.199304 0,6514375 0.910776  0.65137  0.068 esesess  0.18a15 6. 0.155815  0.9667158 0.033725 0.00677753 -0.050951 0,0107505
© .05701 o 0.056995 -0.397758 -0.6e923¢ 0.306302  @.33772  0.056264  0.60943  ©.25292  0.30593¢  0.35591  0.329302 -0.0350465 0.0467755 0.0295645 0. ~o.e033051
© 0.066527 0 -0.0777042 _0.371S58 0,333 0.0642675 0.323993 0.3 254252 @.585764  0.32897  0.312556  0.260052 0.0405027 -0.0956095 -0.0053131 0.0138E7  ©.063935¢
0 -0.117576 o 0.0427721 -0.328151 -0.39225 0.34457 0.185174  0.184415  0.3593:  0.3897  0.61759  0.265416  0.337931  0.025055 0.00455276 -0.091656  0.934525 0,e275222
0 0.0863438 0 0.651269  -@.6174 -0.511362 0.184555  0.207501 0. @581  @.312564 0285416  0.613531  0.36671 0.627032¢ 0.G351562  0.046213  -0.0519155 -0.01s4852
0 -0.12972¢ 0 -0.e7SIé1 -0.338862 -0.360625 0.37699¢  0.141474  0.19518  0.29302  ©.240052  0.337991  0.396971  0.659441 0.00943465 0. 0.0353609 -0.0171818 -0.0955208
© 0.0854125 © 0.0766638 -0.121335 -0.117635 -0.030S573 -0.0351626 0.066719% -0.0350465 0.0405027 0625055  0.027032¢ 0.00943465 0.32983  0,0156695 0.0239187 0.0427167 0.0134365
© 0.0855652 © -0.11688 -0.12371 00507397 0.0663360 -0.032556 -0.G337826 0.0467755 -0.0956095 0.00455276 0035156 0.0650071 0.0156595 0.342129  0.0230259 0.0260335 ©.0207127
© -0.111135 0 0.051056 -0.042959 -0.119827 -0.0204663 0.0136385 0.00677753 0.0235645 -0.009G7132 -0.09165 0.044213 0,0353603 0.0239157 0.0230269 ©0.336283  0.0171579 0,e281851
© ©.08572 0 0.057179 -0.112269 _0.115653 0.0265568 0,0239363 -0.0504351 0.0220085 0.0138987 0.03526 -0.0915155 -0.0171818 0.0427157 0.0240335 0.0171579 0. 0.018557
© -0.12555 o -0.138015 -0.0282961 -0.0233165 -0.04157 0.0310895 0.0107805 -0.0G33051 0.045939¢ G.0275222 -0.0144G62 -0.0956208 0.0134365 0.0207127 0.0261651  0.015%7  0.3475%
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Osnovni model sa ponavljanjem, Primer 2.

O oy
e

@ & o e e
o 12208 o 0.0858217 -0.47888) -0.0252573
e s o o e e

© G.omsE27 0 11855  -0.04208%2 -0.48154
@ -0.478583 0 -9.0420652 ©.548013  0.473287
0 -e.0252573 0 -o.4glse  0.473287  0.85%
0 -0.116517 0 0.0281548 -0.21316 -0.271029
o 6.08%585 0 0.0119571 -9.274782 -0.263953
0 @.0273s86 0 -0.0401519 -0.226344 -0.19930%
o e.es7el o 0.0555999 -0.397758 -0.0923¢
© ©.0565927 0 -9.8777042 -0.371558 -0.313839
0 -0.117576 0 0.0427721 -p.328151 -0.35229
0 .0563438 0 0.051269  -0.4174 -0.4l1362
0 -0.12972¢ 0 -0.2753141 -0.336862 -0.350525
© 0.0858125 0 0.0766638 -9.121335 -0.117835
© 6.0555692 0 -0.11688 -0.123719 -8.05073%2
@ -0.111135 0 0.0810552 -0.0429459 -0.119827
o e.ess72 0 0.057173 -2.112269 -0.116853
@ -0.125%5 o -0.138015 -0.0282981 -0.0233165

o
-0.116517
o

o.0281528
“a.21316
-0.271029
0.639217
0.e236311
0.0514375
0.308302

“a.00157

e
0.0s50585
o

a.0119971
-e.276782

0.0135888
0.0239383
o.0310855

o e o
.272a85  0.06701  0.0665%27
o o

-0.0s01519

o.0107805

0.0355955

0.30593¢
@.35581
0.325302

-e.035255
0.0457785
0.0255645
o.0220085

-6.0033051

o
-e.e777052
-0.371558
-0.313839
0.08:2875
©.323503
©.305095
©.250292
e.585702
0.32897
©.312584

©.2:0052
0.0405027
-0.e955095
-a.00503132
0.0138987
0.0435394

e
—0.117576
o

0.0527721
-0.328151
-0.39229
0.303597
0.185174
0.158215
0.305934
0.32897
0.6175%
0.285414
0.337991
o.025055
0.00:55275
o.e91555
0.033526
0.0275222

o
o.0853e38
o

0.051285

0.388971
0.027032¢
0.0351552
0.00213
-0.0915155
-o.0100852

o
-e.12572¢
o

—o.e7s3201
-0.338852
-0.350526
0.376994
0.161474
0.195818
0.325302
0.200052

—0.0955208

o
0.0s50125
o

o.0765538
-e.121335
-e.11783s
—0.0305573
-0.0361626
0.0567198
—o.ea50255
0.0s08027
0.025055
0.027032
©.c0923285

0.0527267
0.0134365

o
0.0555652
o

-o.11888
-e.123719

-0.0507392
0.0563368
-0.032552

-0.0337528
0.0467785

0.0207227

e
-e.mzs
e

o.0810562
-6.0223235
-0.19527
-e.0204553
o.0135888
0.00677753
0.0255645
-e.00503132
-0.e91655
0.006213
0.0353609
0.0235187
0.0230269
0.336283
0.0171575
0.0281851

o
a.0s572
o
0.07179%
—0.112269
—o.116853
©.0265568
o.0235383
-0.0508351
©.0220085
o.0138987
0.038526
-0.0915155
-0.e71818
0.0027167
0.0200336
0.0171575
0.32066
e.018597

o
-0.125565
o

-0.138019
-0.020281

-o0.0100852
—0.0955208
o.0134385
o.0207127
o.e281851
0.018597
0.34768

koja se mnoZzi sa slobodnim koeficijentima

X'y Zy W'y)

sistema (10), tj. sa

=[531 445 720 500 976 1220 0 0 0 481 350 350 430 585 481 350 350 430 585].

(Poljoprivredni fakultet - Novi Sad)
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ReSenje sistema je

Efekti Resenje
Sezona
1 0.000
2 44.065
3 0.000
4 0.013
Paritet
1 175.472
2 241.893
Zivotinja
1 10.148
2 —3.084
3 —7.063
4 13.581
5 —18.207
6 —18.387
7 9.328
8 24.194
Krava (stalni uticaji)
4 8.417
5 -7.146
6 -17.229
7 -1.390
8 17.347
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